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*DOLQD�.XULQDU

9RURQH]K�6WDWH�)RUHVWU\�$FDGHP\�

XO��7LPLU\D]HYD�����9RURQH]K����������5XVVLD

$EVWUDFW

7KH�FRQWURO�LQ�WKH�IHHG�EDFN� IRUP�LV�REWDLQHG� IRU� ILYH� OLQHDU�TXDGUDWLF�RSWLPDO�FRQWURO�SUREOHPV� LQ�D�+LOEHUW
VSDFH�ZLWK�WKH�VWDWH�HTXDWLRQ�XQUHVROYHG�ZLWK�UHVSHFW�WR�WKH�GHULYDWLYH��QDPHO\��WKH�SUREOHP�ZLWK�WKH�TXDGUDWLF�RU�OLQHDU�

TXDGUDWLF�SHUIRUPDQFH�LQGH[��WKH�SUREOHP�ZLWK�IL[HG�SRLQWV��WKH�SHULRGLF�SUREOHP��WKH�UHJXODWLRQ�SUREOHP�RQ�DQ�LQILQLWH

LQWHUYDO�

)RU�WKDW�SXUSRVH�WKH�RSHUDWRU�ZKLFK�LV�WKH�VROXWLRQ�RI�WKH�RSHUDWRU�5LFFDWL�HTXDWLRQ�LV�XVHG���WKLV�RSHUDWRU�DFWV

LQ�DOO�VWDWH�VSDFH��XQOLNH�LQ�D�VXEVSDFH�LQ�WKH�FDVH�RI�D�VLQJXODU�RSHUDWRU�EHIRUH�WKH�GHULYDWLYH��DV�LW�ZDV�LQ�WKH�SDSHUV�RI

RWKHU�DXWKRUV�
,Q� FRQWUDVW� WR� � SUHYLRXV� �ZRUNV� RI� RWKHU� DXWKRUV� WKH� UHJXODULW\� RI� WKH� SHQFLO� RI� WKH� RSHUDWRUV� IURP� WKH� VWDWH

HTXDWLRQ�LV�QRW�UHTXLUHG�

�� ,QWURGXFWLRQ

)RU�WKH�ODVW�WZHQW\�\HDUV�PDQ\�ZRUNV�GHYRWHG�WR�WKH�VWXG\�RI�RSWLPDO�FRQWURO�SUREOHPV�E\�V\VWHPV��WKH
VWDWH� HTXDWLRQV� RI� ZKLFK� DUH� QRW� UHVROYHG� ZLWK� UHVSHFW� WR� WKH� � GHULYDWLYH� KDYH� EHHQ� SXEOLVKHG� �VHH�� IRU

H[DPSOH�� UHYLHZV� LQ� �/HZLV�� ������.XULQD�� �������� ,Q� WKH� OLWHUDWXUH� VXFK� V\VWHPV�DUH� IUHTXHQWO\�QDPHG�DV
GHVFULSWRU��LPSOLFLW��VLQJXODU��GLIIHUHQWLDO±DOJHEUDLF��HWF�

,Q�WKH�SUHVHQW�SDSHU��WKH�FRQWURO�LQ�WKH�IHHG�EDFN�IRUP�LV�REWDLQHG�IRU�ILYH�IROORZLQJ�OLQHDU�TXDGUDWLF
RSWLPDO�FRQWURO�SUREOHPV�IRU�GHVFULSWRU�V\VWHPV�LQ�D�+LOEHUW�VSDFH��WKH�SUREOHP�ZLWK�WKH�TXDGUDWLF�RU�OLQHDU�
TXDGUDWLF�SHUIRUPDQFH�LQGH[��WKH�SUREOHP�ZLWK�IL[HG�SRLQWV��WKH�SHULRGLF�SUREOHP��WKH�UHJXODWLRQ�SUREOHP�RQ

DQ�LQILQLWH�LQWHUYDO�
)RU� WKDW� SXUSRVH� LW� LV� QRW� QHFHVVDU\� WR� VHOHFW� IURP� WKH� VWDWH� HTXDWLRQ� DQ� HTXDWLRQ� UHVROYHG� ZLWK

UHVSHFW�WR�WKH�GHULYDWLYH�DV�LW�ZDV�PDGH�LQ�QXPHURXV�ZRUNV�GHYRWHG�WR�OLQHDU�TXDGUDWLF�FRQWURO�SUREOHPV�IRU
GHVFULSWRU� V\VWHPV��%HVLGHV�� WKH� IRUP�RI� UHODWLRQV�� GHILQLQJ� WKH� FRQWURO� LQ� WKH� IHHG�EDFN� IRUP�� LV� LGHQWLFDO
ERWK� IRU� D� VLQJXODU� RSHUDWRU�� VWDQGLQJ� EHIRUH� WKH� GHULYDWLYH�� DQG� IRU� D� QRQVLQJXODU� RSHUDWRU�� WKDW� LV� YHU\

FRQYHQLHQW�LQ�D�UHVHDUFK�RI�VLQJXODUO\�SHUWXUEHG�FRQWURO�SUREOHPV��)RU�WKH�HQWU\�RI�WKH�FRQWURO� LQ� WKH�IHHG�
EDFN�IRUP�WKH�RSHUDWRU�LV�XVHG�ZKLFK�LV�WKH�VROXWLRQ�RI�WKH�RSHUDWRU�5LFFDWL�HTXDWLRQ�DQG�LW�DFWV�LQ�DOO�VWDWH

VSDFH�� XQOLNH� LQ� D� VXEVSDFH� LQ� WKH� FDVH� RI� D� VLQJXODU� RSHUDWRU� EHIRUH� WKH� GHULYDWLYH�� DV� LW�ZDV� LQ� SUHYLRXV
ZRUNV�RI�RWKHU�DXWKRUV� �VHH�� IRU�H[DPSOH�� LQ� �%HQGHU�DQG�/DXE��������&REE��������<XH�<XQ�:DQJ�HW�DO��
�������

,Q� FRQWUDVW� WR� SUHYLRXV�ZRUNV�RI�RWKHU�DXWKRUV� �%HQGHU�DQG�/DXE�� ������&REE�� ������/HZLV�� �����
3DQGROIL�� ������ <XH�<XQ�:DQJ� HW� DO��� ������ WKH� UHJXODULW\� RI� WKH� SHQFLO� RI� WKH� RSHUDWRUV� IURP� WKH� VWDWH

HTXDWLRQ�LV�QRW�UHFXLUHG�

�� 4XDGUDWLF�SHUIRUPDQFH�LQGH[

/HW
V�FRQVLGHU�WKH�SUREOHP�RI�WKH�PLQLPL]DWLRQ�RI�WKH�TXDGUDWLF�IXQFWLRQDO

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB

0RUDOO\�VXSSRUWHG�E\�WKH�0('���2UJDQL]LQJ�&RPPLWWHH
U
�(�PDLO��PINPD���#PDLQ�YVX�UX��7KH�ZRUN�ZDV�SDUWLDOO\�VXSSRUWHG�E\�5XVVLDQ�)XQGDPHQWDO�,QYHVWLJDWLRQV

)RXQGDWLRQ��JUDQW� �������������
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RQ�WUDMHFWRULHV�RI�D�OLQHDU�V\VWHP�XQUHVROYHG�ZLWK�UHVSHFW�WR�WKH��GHULYDWLYH

+HUH�W�­>���7@��7!���LV�IL[HG��[��W��­;��X��W��­8��;��<��8�DUH�UHDO�+LOEHUW�VSDFHV�����������¶��¶!�PHDQV�D�VFDODU

SURGXFW�LQ�DSSURSULDWH�VSDFHV��9��:��W��­�/��;���6��W��­�/��8��;���5��W��­�/��8���$��&��W��­�/��;��<���%��W��­�/

�8��<���:� �W�� �:� ë� �W���5��W�� �5� ë�W�� IRU�DOO� W�­�>���7@��9� �9� ë�� WKH�SULPH�ZLWK�D�QRWDWLRQ�RI�DQ�RSHUDWRU

GHQRWHV�WKH�FRQMXJDWH�RSHUDWRU��WKH�RSHUDWRUV�:��W���6��W���5��W���&��W���%��W��DUH�FRQWLQXRXV�ZLWK�UHVSHFW�WR�W�
$GPLVVLEOH�FRQWUROV�DUH��FRQWLQXRXV�IXQFWLRQV�ZLWK�YDOXHV�LQ�8�IRU�ZKLFK�WKHUH�LV�D�VROXWLRQ�RI�WKH

SUREOHP����������

5HPDUN����)URP�WKH�UHODWLRQ�����LW�IROORZV�WKDW�[
�
�­�,P$��WKDW�LV�IRU�VRPH WKH�HTXDOLW\

��VKRXOG�WDNH�SODFH��7KHUHIRUH�LQLWLDO�FRQGLWLRQ�����IRU�GHVFULSWRU�V\VWHPV�LV�IUHTXHQWO\

GHQRWHG�DV �VHH��IRU��H[DPSOH��LQ��%HQGHU�DQG�/DXE���������

7KHRUHP����,I�IRU�HYHU\�W�­>���7@�WKH�LQYHUWLEOH�RSHUDWRU�5��W�� LV�SRVLWLYH�� � WKH�RSHUDWRU�.��W�­/�;�<�� LV�D
VROXWLRQ�RI�WKH�GLIIHUHQWLDO�RSHUDWRU�HTXDWLRQ

���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

ZLWK�WKH�FRQGLWLRQ
$¶.��7�� �9������������������������������������� �����������������������������
DQG�[
��W��LV�D�VROXWLRQ�RI�WKH�SUREOHP����������ZLWK�WKH�FRQWURO��GHILQHG�E\��WKH�IRUPXOD

X
��W� �5���W��%ë��W�.�W��6ë��W��[
��W�� ����������������������������������������������� ���
WKHQ�WKH�HTXDOLW\�����GHILQHV�DQ�RSWLPDO�FRQWURO�IRU�WKH�SUREOHP���������LQ�WKH�IHHG�EDFN�IRUP���WKH�PLQLPXP
YDOXH�RI�WKH�SHUIRUPDQFH�LQGH[�����LV

-��X�
�� �ò��[������$ë�.�����[����!�������������������������������������������������������������������� ���

5HPDUN����)URP����������DQG�WKH�V\PPHWU\�RI�WKH�RSHUDWRUV�5�W���:�W��9�LW��IROORZV�WKDW�WKH�RSHUDWRU�$ë�.��W�

LV�V\PPHWULF�IRU�HYHU\�W­>���7@��WKDW�LV

$ë.�W� .ë��W�$���������������������������������������������������������������������������������������������������� ���

3URRI�RI�WKHRUHP����/HW¶V�ILQG�WKH�GHULYDWLYH�RI�WKH�IXQFWLRQ��[�W���$.ë��W�[�W�!�LQ�YLHZ�RI�WKH�H[SUHVVLRQV
���������������)XOILOOLQJ�WKH�VLPSOH�WUDQVIRUPDWLRQV�ZH�KDYH

���������������

,QWHJUDWLQJ�WKH�ODVW�HTXDOLW\�RQ�WKH�VHJPHQW�>���7@��E\�YLUWXH�RI�WKH�UHODWLRQV����������ZH�REWDLQ

���������

/HW¶V� VKRZ�� WKDW� WKH�PDJQLWXGH��[����� $ë�.���[���!� GRHV� QRW� GHSHQG� RQ� D� FRQWURO� X�W��� %\� YLUWXH� RI� WKH
UHPDUN���DQG�WKH�UHODWLRQ�����ZH�UHDOO\�KDYH
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7KH�FKRLFH�RI�DQ�RSWLPDO�FRQWURO�LV�REYLRXV�LI�ZH�XVH�WKH�REWDLQHG�H[SUHVVLRQ�IRU�-�X���7KDW�LV�DV�WKH
RSHUDWRU�5�W�� LV� SRVLWLYH� IURP� ����� LW� � IROORZV� WKDW� WKH� PLQLPXP� RI� WKH� IXQFWLRQDO� -�X�� LV� UHDFKHG� ZKHQ

X�W� X
��W���VHH������DQG�WKLV�PLQLPXP�LV�FDOFXODWHG�E\�WKH�IRUPXOD�����

�� /LQHDU�TXDGUDWLF�SHUIRUPDQFH�LQGH[

/HW
V� UHFHLYH� DQ� RSWLPDO� FRQWURO� LQ� D� IHHG�EDFN� IRUP� IRU� WKH� SUREOHP� RI� WKH�PLQLPL]DWLRQ� RI� WKH
OLQHDU�TXDGUDWLF��IXQFWLRQDO

��������������������

RQ�WUDMHFWRULHV�RI�WKH�V\VWHP�����������+HUH�G­;�LV�IL[HG�

7KHRUHP����,I�IRU�HYHU\��W­>���7@�WKH�LQYHUWLEOH�RSHUDWRU�5��W��LV�SRVLWLYH��WKH�RSHUDWRU�.��W��LV�D�VROXWLRQ�RI
WKH�GLIIHUHQWLDO�RSHUDWRU�HTXDWLRQ�����ZLWK�WKH�FRQGLWLRQ

$ .��7�� ��������������������������������������������������������������������������������������������������������� ���������������
K��W��LV�D�VROXWLRQ�RI�WKH�SUREOHP

������������������������������������������

��������������������������������������������������������

DQG�[
��W��LV�D�VROXWLRQ�RI�WKH�SUREOHP����������ZLWK�WKH�FRQWURO��GHILQHG�E\�WKH�IRUPXOD
X
��W�� ��5����W����%� ��W��.��W����6� ��W���[
��W����%� ��W��K��W����������������������������� ���������������

WKHQ�WKH�HTXDOLW\� �����GHILQHV�DQ�RSWLPDO�FRQWURO� IRU� WKH�SUREOHP������� ����� ���� LQ� WKH� IHHG�EDFN� IRUP�� � WKH
PLQLPXP�YDOXH�RI�WKH�SHUIRUPDQFH�LQGH[������LV

7KH� SURRI� RI� WKLV� WKHRUHP� LV� VLPLODU� WR� WKH� SURRI� RI� WKH� WKHRUHP� ��� 1DPHO\�� LW� LV� QHFHVVDU\� WR� ILQG� WKH

H[SUHVVLRQ�IRU

XVLQJ�WKH�UHODWLRQV�����������������������IRU�.�W��DQG�K�W��

�� 3UREOHP�ZLWK�IL[HG�SRLQWV

1RZ�ZH�GHDO�ZLWK�WKH�IL[HG�SRLQWV�SUREOHP��ZKLFK�LV�WKH�PLQLPL]DWLRQ�RI�WKH�IXQFWLRQDO

������������������������������������������

RQ�WUDMHFWRULHV�RI�WKH�V\VWHP�����ZLWK�WKH�ERXQGDU\�YDOXHV

$[��� [
�
��$[�7� [

7���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� �����������������
����

+HUH� DGPLVVLEOH� FRQWUROV� DUH� FRQWLQXRXV� IXQFWLRQV� ZLWK� YDOXHV� XQ�8� IRU� ZKLFK� WKHUH� LV� D� VROXWLRQ� RI� WKH
SUREOHP�����������

7KHRUHP���� ,I� IRU� HYHU\� W­>��� 7@� WKH� LQYHUWLEOH� RSHUDWRU� 5� �W�� LV� SRVLWLYH�� WKH� RSHUDWRU� .�W�­/�;�<�� LV� D
VROXWLRQ�RI�WKH�GLIIHUHQWLDO�RSHUDWRU�HTXDWLRQ�����XQGHU�WKH�V\PPHWU\�FRQGLWLRQ�����DQG��[
��W��LV�D�VROXWLRQ�RI
WKH�SUREOHP������ �����ZLWK� WKH�FRQWURO��GHILQHG�E\� WKH� IRUPXOD� ����� WKHQ� WKH� HTXDOLW\� ���GHILQHV�DQ�RSWLPDO
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FRQWURO�IRU�WKH�SUREOHP�����������������LQ�WKH�IHHG�EDFN�IRUP��WKH�PLQLPXP�YDOXH�RI� WKH�SHUIRUPDQFH� LQGH[
�����LV

-�X
� ò���[����$ .���[���!���[�7��$ .�7�[�7�!������������������������������������������ ���������������
3URRI���,QWHJUDWLQJ�WKH�HTXDOLW\�����RQ�WKH�VHJPHQW�>��7@��E\�YLUWXH�RI�WKH�UHODWLRQV������������ZH�REWDLQ

�����

:H�IXUWKHU��HVWDEOLVK�WKDW�WKH�WHUP�RXWVLGH�WKH�LQWHJUDO�RQ�WKH�ULJKW�VLGH�RI�������LV�HTXDO�WR

ZKHUH WKDW�LV�LW�GRHV�QRW�GHSHQG�RQ�D�FRQWURO�X�W���LW�GHSHQGV�RQ�ERXQGDU\�YDOXHV������RQO\�

$V� WKH� RSHUDWRU� � 5�W�� LV� SRVLWLYH� GHILQLWH� IURP� ����� LW� IROORZV� WKDW� WKH� PLQLPXP� YDOXH� RI� WKH
IXQFWLRQDO� ����� LV� UHDFKHG�ZKHQ�X�W�� LV� GHILQHG�E\� WKH� IRUPXOD� ���� DQG� WKLV�PLQLPXP� LV� FDOFXODWHG� E\� WKH

IRUPXOD������

�� 3HULRGLF�SUREOHP

1RZ�OHW
V�FRQVLGHU�WKH�SHULRGLF�SUREOHP�RI�WKH�PLQLPL]DWLRQ�RI�WKH�IXQFWLRQDO������RQ�WUDMHFWRULHV�RI
WKH�V\VWHP

����������������������������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�����������

+HUH� LQ� DGGLWLRQ� WR� WKH� SUHYLRXV� FRQGLWLRQV� ZH� DVVXPH� WKDW� DOO� RSHUDWRUV� DQG� J�W�­<� DUH� 7�SHULRGLF� LQ� W
IXQFWLRQV�

�7KHRUHP����,I�IRU�HYHU\�W­>���7@�WKH�LQYHUWLEOH�RSHUDWRU�5��W�� LV�SRVLWLYH��.�W�­/�;�<��LV�D�VROXWLRQ�RI�WKH

GLIIHUHQWLDO�RSHUDWRU�HTXDWLRQ�����XQGHU�WKH�FRQGLWLRQV�����DQG
.����� �.��7���������������� ������ ���������������

j��W��LV�D�VROXWLRQ�RI�WKH�SUREOHP

��������������������������������

���������������������������������
�������������������������������� �����������������������

����
DQG�[
��W��LV�D�VROXWLRQ�RI�WKH�SUREOHP������������ZLWK�WKH�FRQWURO��GHILQHG�E\�WKH�IRUPXOD

X
��W�� ��5����W����%� ��W��.��W����6¶��W���[
��W����%� ��W��j�W���

WKHQ��X
��W��LV�DQ�RSWLPDO�FRQWURO�IRU�WKH�SUREOHP�������������������WKH�PLQLPXP�YDOXH�RI�WKH�IXQFWLRQDO������LV

)RU�WKH�SURRI�RI�WKH�WKHRUHP���LW�LV�QHFHVVDU\�WR�ILQG�WKH�H[SUHVVLRQ�IRU

XVLQJ�WKH�UHODWLRQV���������������������������������������
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�� 5HJXODWLRQ�SUREOHP�RQ�LQILQLWH�LQWHUYDO

/HW
V�FRQVLGHU�WKH�SUREOHP�RI�WKH�PLQLPL]DWLRQ�RI�WKH�IXQFWLRQDO

����������
����������

RQ�WUDMHFWRULHV�RI�WKH�V\VWHP

����������� �������������

��������������� ������������������

$GPLVVLEOH�FRQWUROV�DUH�FRQWUROV�X�W��HQVXULQJ�D�ILQLWH�YDOXH�RI�WKH�IXQFWLRQDO������DQG�WKH�UHODWLRQ

$[����í�� ���� ����������������������������
ZKHUH��[�W��LV�D�VROXWLRQ�RI�WKH�SUREOHP������������FRUUHVSRQGLQJ�WR�WKH�FRQWURO�X�W��

7KHRUHP���� ,I� WKH� LQYHUWLEOH�RSHUDWRU�5� LV�V\PPHWULF�SRVLWLYH�� WKH�RSHUDWRU�.­/�;�<�� LV�D� VROXWLRQ�RI� WKH

DOJHEUDLF�RSHUDWRU�5LFFDWL�HTXDWLRQ
.� &���&� .����.� %���6��5����.� %���6�� ���:� ��������������������������������������������� ���������������

XQGHU�WKH�FRQGLWLRQ
$ .� �. $�� ������������������������������������������������������������������������������������������������������ ���������������
[
��W��LV�D�VROXWLRQ�RI�WKH�SUREOHP������������ZLWK�WKH�FRQWURO��GHILQHG�E\��WKH�IRUPXOD

X
��W�� ��5����W���%� .���6� ��[
��W������������������������������������������������������������������������ ���������������
DQG�WKLV�FRQWURO�LV�DGPLVVLEOH��WKHQ�X
��W��LV�DQ�RSWLPDO�FRQWURO�IRU�WKH�SUREOHP�����������DQG�WKH�PLQLPXP

YDOXH�RI�WKH�SHUIRUPDQFH�LQGH[������LV
-��X
�� �ò��[������$ .[�����!�� ���������������������������������������������������������������� ���������������

3URRI��/HW�X�W��LV�DQ�DUELWUDU\�DGPLVVLEOH�FRQWURO�DQG�[�W��LV�D�FRUUHVSRQGLQJ�WUDMHFWRU\��WKH�VROXWLRQ

RI�WKH�SUREOHP��������������/HW¶V�ILQG�WKH�GHULYDWLYH�RI�WKH�IXQFWLRQ��[�W���$ .[�W�!� WDNLQJ�LQWR�DFFRXQW�WKH

H[SUHVVLRQV��������������������$IWHU�VLPSOH�WUDQVIRUPDWLRQV�ZH�KDYH

,QWHJUDWLQJ�WKH�ODVW�HTXDOLW\�RQ�WKH�LQWHUYDO�>����í@��E\�YLUWXH�RI�������������ZH�REWDLQ

$V��[�����$ .[���!�GRHV�QRW�GHSHQG�RQ�FRQWURO�X�W��DQG�5�LV�SRVLWLYH��IURP�WKH�ODVW�HTXDOLW\�LW�IROORZV��WKDW

WKH�PLQLPXP�RI�WKH�IXQFWLRQDO������LV�UHDFKHG�ZKHQ�X�W� X
�W���VHH�����DQG�WKLV�PLQLPXP�LV�FDOFXODWHG�E\
WKH�IRUPXOD������

6RPH�IURP�WKH�DERYH��FRVLGHUHG�WKHRUHPV�ZHUH�HVWDEOLVKHG�LQ�WKH�ILQLWH�GLPHQVLRQDO�FDVH�ZKHQ�; <�

6� ���LQ��.XULQD��������������������
$V�WKH�HTXDWLRQ������LV�HTXLYDOHQW��WR�WKH�HTXDWLRQ

. ��&���%5��6 ���&���%5��6 � .���. %5��% .�:���65��6  ��
LW�LV�SRVVLEOH�WR�DSSO\�WKH�UHVXOWV�IURP��.XULQD��������IRU�WKH�DQDO\VLV�RI�WKH�VROYDELOLW\�RI�WKH�HTXDWLRQ�����
XQGHU�WKH�FRQGLWLRQ������LQ�WKH�ILQLWH�GLPHQVLRQDO�FDVH�ZKHQ�; <�
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5HPDUN����)RU�WKH�HQWU\�RI�WKH�FRQWURO�LQ�WKH�IHHG�EDFN�IRUP�LQ�WKH�ILQLWH�GLPHQVLRQDO�FDVH�ZKHQ�; <�WKH
DXWKRUV�LQ�WKH�SDUHSV��/HZLV��������������0HKUPDQQ��������XVH�WKH�RSHUDWRUV��ZKLFK�DUH�WKH�VROXWLRQV�RI

WKH�VSHFLDO�RSHUDWRU�5LFFDWL�HTXDWLRQV�DQG�WKH\�DFW�LQ�DOO�VWDWH�VSDFH�
��������������:H�ZULWH�WKHVH�HTXDWLRQV�ZKHQ�WKH�RSHUDWRU�5�LV�LQYHUWLEOH�DQG�6 ��

��������������������������

������������������������

%XW� WKHUH�DUH� VLPSOH� H[DPSOHV� �VHH�� IRU� H[DPSOH�� LQ� �.XULQD�� ������ ������� VKRZLQJ� WKDW� LQ� WKH� FDVH� RI� D
QRQLQYHUWLEOH� RSHUDWRU� $� � WKHVH� RSHUDWRU� 5LFFDWL� HTXDWLRQV� DUH� XQVROYDEOH� DOWKRXJK� WKH� FRUUHVSRQGLQJ

RSWLPDO�FRQWURO�SUREOHPV�KDYH�WKH�XQLTXH�VROXWLRQV�

([DPSOH����/HW�XV�FRQVLGHU�WKH�IROORZLQJ�YDOXHV�RI�WKH�SDUDPHWHUV

7KHQ��WKH�SUREOHPV���������DQG�����������KDYH�WKH�XQLTXH�VROXWLRQV�
)RU� WKLV� H[DPSOH� WKH� HTXDWLRQ� ������ ����� KDYH� QR� VROXWLRQV�� :H� FDQ� VHH� WKLV� E\� FRPSDULQJ� WKH

HOHPHQWV�LQ�WKH�ORZHU�ULJKW�FRUQHUV�RI�WKH�PDWULFHV�RQ�WKH�WZR�VLGHV�RI�HTXDWLRQV������������
+RZHYHU�� WKH�SUREOHPV���������DQG�����������DUH�HDVLO\� VROYHG�XVLQJ� WKH�VROXWLRQV�RI� WKH�SUREOHPV

���������DQG������������UHVSHFWLYHO\��:H�FDQ�WDNH

5HIHUHQFHV

%HQGHU�'�-�� DQG�$�-��/DXE�� ��������³7KH� OLQHDU�TXDGUDWLF�RSWLPDO� UHJXODWRU� IRU�GHVFULSWRU� V\VWHPV´�� ,(((
7UDQV���$XWRPDW��&RQWURO������QR������SS����������

&REE�'�����������³'HVFULSWRU�YDULDEOH�V\VWHPV�DQG�RSWLPDO�VWDWH�UHJXODWLRQ´��,(((�7UDQV���$XWRPDW��&RQWURO�
����QR�����SS����������

.XULQD� *�� $��� �������´)HHG�EDFN� FRQWURO� IRU� OLQHDU� V\VWHPV� XQUHVROYHG� ZLWK� UHVSHFW� WR� GHULYDWLYH´�

$YWRPDWLND�L�WHOHPHKDQLND��QR������SS��������

.XULQD� *�� $��� �������� ³6LQJXODU� SHUWXUEDWLRQV� RI� FRQWURO� SUREOHPV� ZLWK� VWDWH� HTXDWLRQ� � XQUHVROYHG� ZLWK

UHVSHFW�WR�GHULYDWLYH��6XUYH\´��,]YHVWLMD�5$1��7HKQLFKHVNDMD�NLEHUQHWLND��QR�����SS��������

.XULQD� *�� $��� �������� ³2Q� UHJXODWLQJ� E\� GHVFULSWRU� V\VWHP� LQ� LQILQLWH� LQWHUYDO´�� ,]YHVWLMD� 5$1�
7HKQLFKHVNDMD�NLEHUQHWLND��QR�����SS��������

/HZLV�)�/�����������³$�VXUYH\�RI�OLQHDU�VLQJXODU�V\VWHPV´��&LUFXLWV��6\VWHPV��DQG�6LJQDO�3URFHVVLQJ������QR�
���SS�������

1960
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/HZLV�)�/�����������³3UHOLPLQDU\�QRWHV�LQ�RSWLPDO�FRQWURO�IRU�VLQJXODU�V\VWHPV´��LQ�7KH�3URFFHGLQJV�RI���WK

&RQIHUHQFH�RQ�'HFLVLRQ�DQG�&RQWURO��)W��/DQGHUGDOH��)O����SS����������

0HKUPDQQ�9�/�����������7KH�$XWRQRPRXV�/LQHDU�4XDGUDWLF�&RQWURO�3UREOHP��/HFWXUH�1RWHV�LQ�&RQWURO�DQG

,QIRUPDWLRQ�6FLHQFHV������

3DQGROIL�/��� ��������³2Q� WKH� UHJXODWRU�SUREOHP�IRU� OLQHDU�GHJHQHUDWH�FRQWURO� V\VWHPV´�� -��2SWLPL]��7KHRU\

DQG�$SSO������QR�����SS����������

<XH�<XQ�:DQJ��6RQJ�-LDR�6KL�� DQG�=KRQJ�-XQ�=KDQJ�� �������� ³$Q� LPSURYHG� DOJRULWKP� IRU� RSWLPDO� VWDWH
UHJXODWLRQ�RI�JHQHUDOL]HG�V\VWHPV´���6\VWHPV�DQG�&RQWURO�/HWWHUV�����SS����������

1961
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